Professeur
ABBASSI AYMEN

PPRLPPPPFPPPF PP I P PR PP PRI PRF PRI DL I AT 0 T S R R et R tifdi e rr et r e e L EL DR

LR I

Suites réelles
Série des exercices

ThaA

L i B B

L. ASSED IBN FOURAT
OUED ELLIL

4°me Année

Section : Mathématiques

FRLRLEREYANRY

Exercice 1:

B |

U
Soit U la suite définie sur M par : 1
Unsr = (1 _zmz) Un

1) Montrer que pourtoutne Mona: U, = 0.

2) Soit V la suite définie sur M par: V,, =vn+ 1U,, .

a) Exprimer VZ,, — VZ en fonction de n et UZ.

1
Zvn+1

b) Déduire que la suite V est decroissante et que pourtoutn e Mona: U, <

3) Soit W la suite définie sur N par: W, = VaU,,.

1

Montrer que la suite V est croissante puis déduire que pourtoutn e N ona: U, = T

(Zn)!

4) Montrer que pourtoutn e Mona: U, = Py e

Exercice 2 :

On considére les suites (a,,) et (b,) définies de la maniére suivante

a; = 4.2, a, = 4.22, a,= 4222...2.n=1,
nchiffres

by= 423 b, = 4223, b, = 4 222..23 n>1,
(n+1) chiffres

1)En écrivanta,, = 4.222 ....2 =4+ 2(107! + 107% + - +107™), Calculer lim (a,).
nehiffres i

2) Calculer u]._l.lﬂa (b,).

Soit la suite (U,,) définie pour n > 1 par: U, = =+ ——+..... 5
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1) a) Montrer que pour tout n € M‘,% =U,=< e

b) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
2) Montrer que pour tout n € N'.% < n —n— 1. En déduire que 1 + %+ +r—ll < 24n.

3) Soit la suite (5,) definie par §,, = Y- Uy .

Zn+2

a) En remarquant que —_—=7 ? at—=214 E

Montrer que pour tout n € N*, 2n —2(§+§.,,+$) <SS, <2n+2(143+...42).

b) En déduire que pourtoutn € ", 2n —4vn+ 1< 8, < 2n + 4/n.

c) Calculer lim (i)

Exercice 4 :

=
Il

+

g

-]

IH-l

Soit U la suite définie sur M par: U, =
1) Montrer que la suite IV est décroissante, en déduire qu'elle est convergente.

2) Vérifier que pourtoutn e Mona: U, = U + ——En déduire la limite de (U,,).

3n+l

3) Soit (5,) la suite definie sur M par: §, = Xg_q Uk

1

Montrer que pour toutn € Nona: $, = —zU, +3(9-

10, +5(9— =5 ). En déduire la limite de (S,,).

gn-1

Exercice 5 :

Pour tout n > 1 on pose : U, = T+
1) Montrer que la suite U est croissante.

2) Montrer que pourtout n=1ona: U,, - U, = 5.

3) Déduire que la suite I/ n'est pas majorée.

4) Déterminer alors la limite de la suite U.

Exercice 6 :

Pour tout n = 2 on pose : U,, = cos (22) X €oS (z—’;) X €0S [z—':) X ... X COS (1%) et V, = U, x cos (%)
1) a) Montrer que pourtoutn =2 ona:0< U, < 1.

b) Démontrer gque la suite I est décroissante et que la suite V est croissante.
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2)Pourtout n =2 onpose W, = U, % sin (23,;)

a) Montrer que W est une suite géométrique.
b) En déduire la limite de la suite U.

c) Calculer alors la limite de la suite V.

3
U,=2
L

Soit U la suite définie sur N par : i i
U;'H-l = iﬂi +EU“
1) a) Montrer que pourtoutne Mona: 0 < U, <1
b) Montrer que la suite I est décroissante

c) Déduire que la suite U est convergente puis calculer sa limite
2) a) Montrer que pour tout n € N; Upyy <2 U,

b) En déduire que pourtoutne M; 0 < U/, < %G;)“

c) Retrouver la limite de la suite U
3) On donne la somme §,, = Ej_q Uy

a) Montrer gue |a suite § est croissante
7y i+l
b) Montrer que pourtoutne i; 0 < §, 56(1 —(5) )

¢) Déduire gque la suite § est convergente puis donner un encadrement sa limite

ani
U,.i=UZ+1

Soit U la suite définie sur M par : [
1) Construire les 3 premiers termes de la suite U sur 'axe des abscisses puis interpréter.
2) a) Montrer que pourtoutn e Mona: U, = 1.

b) Montrer que la suite U est croissante.

¢) Déduire que la suite U non majorée puis calculer sa limite.
3) a) Montrer que pourtoutne M; U,y = 2U,.

b) En déduire que pourtoutne M; U, = 2",
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c) Retrouver la limite de la suite U.
4) On donne la somme S, = ¥i_, K*U,.

nfin+1)?

a) Montrer par récurrence que pour tout n € N* ; B, k* = ==

nZ(n+1)2

b) Montrer que pour toutne H*; §, = -

c) Calculer alors “liﬂ s..

eces: [

xPs2x
2242243

1) Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par :f(x) =
a) Montrer que pour tout x € [1,+=[ona: f(x) = %
b) Etudier la position relative de la courbe de f et de la droite A d'équation y = %x sur [1, +eo|

c) Montrer que pour tout x € [1,+w[ona: 0 < f(x) - % = %(x -1)
3
2) Soit U la suite définie sur M par : { Ho=y
UIH-:I. = zf(un]
a) Montrer que pourtoutn e Mona: U, > 1

b) Montrer gue la suite I/ est décroissante

3) a) Montrer que pour tout n € N; 0 < Upyy —1 <5 (U — 1)

n
b) En déduire que pourtoutne N; 0 < U, -1 < %(33)

¢) Calculer alors la limite de la suite U

U1=1

: ite défini * par:
Soit Ula suite définie sur " par IU"“ = 24+ L

1) a) Montrer que pourtoutne M ona: U, =1

b) Etudier la monotonie de la suite U
2) a) Etablir que pourtoutne W ona: U, ., - U, < S

n S gart

b) En deduire Iﬁ;n (01— U,)
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3) a) Montrer que pourtoutn e i ona: Uz =2 (1 - l_ln
b) En déduire que la suite U converge et déterminer sa limite.

4) Calculer S, = Y%, U} et en déduire lim ()

Fi—s4on LT

Uﬂ.:l

_ 143u,*
n+l = 2+20,°

Soit U une suite définie sur N par : {

iy

B | =

1) a) Montrer que pourtoutn € M on a :
b) Etudier la monotonie de la suite U
[Indication: —2x* +3x* =2x+1=(x—-1)(-2x* +x-1)]

¢) En déduire que la suite U est convergente et calculer sa limite

2) a) Montrer que pour toutn € Nona: |[Up,y — 1| < £|Uy, — 1

b) En déduire pourtoutne Mona: |U,—-1| < G)"
c) Retrouver alors la limite de la suite U

3) Soit Wla suite définie sur N par: W, = ¥i_o(Ux — 1)
a) Montrer que la suite West décroissante

& n+1
b) Montrer que pour tout n € INona - —5 (1~ (2)™" ) <w, <0

c¢) En déduire que la suite West convergente puis donner un encadrement de sa limite
4) Soit Sla suite définie sur IN® par: §, = Ei-; Uk
a) Exprimer 5,en fonction de W, etn

b) En déduire la limite de §
5)Onpose T,= isn (¥n € IN")

a) Montrer que pourtoutn e IN" ona: %n =§,=nU,

b) Montrer que pour tout n € IN* ona: Tp,q — Ty = %
En déduire la monotonie de la suite T
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c) Montrer que la suite T et convergente et donner un encadrement sa limite

F.]=1

6) Soit V la suite définie sur M par :
) Soi ui inie sur M p {F“+1=V,,—-'P'nz+u“

a) Montrerque pourtoutn e Mona : Vi -V, < —U,

b) Déduire que pourtoutn € Mona:V, <1—n— W,. Calculer n”ﬂfn

Ul = 2
On considére la suite U définie par sur M* par : {ﬂ'nu =24 :_2: = 1]

1) a) Montrer que pourtoutn =2, n < U, <n + 1. En déduire llﬁﬂn
"

b) Déduire que la suite U est strictement croissante

1
Uy—n

2) On définit la suite V définie par pourtoutn e W ona VvV, = -1

a) Calculer V; et montrer que V. = —

==

b) Montrer que pour toutn € M": 1 —E = ¥, = 1.Deter miner H{n U,—n)
T 5
3) Soitn € N*, On pose §, = “lzZLiklfﬁ

a) Montrer que : pour tout n € M*; §, — %ﬂl = ﬁzi‘ﬂ k(V,—1)

mn+l 1
e

En déduire que =

b) Montrer que la suite (S,,),c iy Converge vers %

Pourtout x € [0,+w[onpose: f(x) =1+ % et U |la suite définie sur M par : {ﬁ:: 1 F(U,)
1) a) Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur [0, +oo]
b) Deduire que pourtoutne Hona . 2<U, <7
2)Onpose . V,=U,,etW,=Us,q
a) Démontrer que la suite V est décroissante et que la suite W est croissante

b) En déduire que les suites V et W sont convergentes
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3)On pose :a= hm'li" et b= limW,

4o

]
a) Montrer que . a = 1+ﬁ et b—1+m

b) En déduire que la suite U est converge vers 3

e

U.u.=1

Soit U la suite définie sur M par ; [U = __ U, et flafonction definie sur ]— = +oc:[ par
n+

aly+1

fx) =

3J:+
1) Montrer que f est strictement croissante sur B,
2) a) Montrer que pourtoutnelona: 0= U, <1

b) Montrer gque la suite U est décroissante
. e f1 1
3) a) Montrer que pour tout n € M'on a : f(;) ey

b) En déduire que pourtout ne M ona U, < ;% puis determiner la limite de la suite U

3

4) a) Soit ¢ la fonction définie sur R, par : ¢(x) =

l.-l-\li.fﬂ-l
Montrer que ¢ est décroissante sur B, et verifier que : ¢p(U,,) = ul S ul
nt n

En déduire que ‘f’(ﬁ) < "—‘”—.ui 5%

b) Vérifier que pour tout neM ona: '%: < E et en déduire que pour tout n €N on a
1 3(n+1)
d()e
] i

c) Montrer alors que pourtout n e M on a: ——? == :
n+ n

5) Montrer que pourtout ne W ona: ——-63%;_ 11

6) a) Montrer que pour tout n € " on a : ﬁi- va—-vn-1.
En déduire que pour tout n € M* ona:1+§+§+ ........ +i£2«.ﬂ'ﬁ_
b) Montrer alors que pour tout n € N on a : —n IZFEH—— 1<% n

En déduire que lim (nU,)
=400

7) Soit W la suite définie sur N* par : W,, = %E:ﬂﬁ
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1 1 3
a) Montrer que pourtoutn e Nona: ———— = —

sy U Iy
il
Ui

= =3(i+3—+.. e
Uy

b) En deduire que pourtout n € M ona: gy Freees =

puis calculer ”i" (W)
=840

On considére la suite (U,) a terme strictement positifs, définie sur i°

Ul = l
par:{ 1

= —_— =
Vs =U, + TR pour toutn = 1

1) Montrer que (U,,) est croissante
2) Pour tout n = 1, on pose V,, = (U,)?

. Uper+U
a) Montrer que pourtoutn € N* V. — V, = m
1 - s n

b} Verifier que pourtoutn e W°, Uy + U, + -+ U, = nlU, puis déduire pour tout
NEN, Vyyy —Vp22
c) Montrer alors que pour tout n € N°, V,, — V,, = 1 puis déduire que la suite (V,,) n'est pas
majorée
d) Calculer alors la limite de la suite (I/,,)
3) a) Vérifierque pourtoutne W, U, + U, +--+ U, =1
b) Déduire que pour toutn € N*, 1 < % <1+ ui

u‘l‘l‘i’i
b) Calculer alors lim (u—)

s ]

i

Le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, J)

Dans la figure ci-dessous , on a tracé sur [0, +¢o| la droite A: y = x et les courbes (C;) : y = sinx et
3
(€):y=-T+x

1) En exploitant le graphique, justifier que pour tout x de [0, +co[ ; —g +x<sinx<x
2) On considére les suites (U, ) et (V, ) définies sur N* par :
Uy = Xk=15in (:_z) et V, = Ei= :_z
a) Montrer que la suite (V,,) converge vers - .
b) Montrer que pour toutn € N* , ¥r_, k* < nt.
¢) Deduire que pour toutn e H* ¥V, — # =V, =V,.

d) Montrer alors que la suite (U, ) converge et préciser sa limite.
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Exercice 17 :

-

Soit U la suite définie sur N par : { to=z
un-i-‘l = Hn: N (Un}z

Dans la figure ci-contre, (0,1, )) est un repére

orthonormé du plan et (C) la courbe représentative
d'une fonction f définie sur [u, ;] par f(x) = x — x% et
ladroite A: y=x

1) a) Montrer que pour toutn € Nona: 0< U, <

e

b) Montrer que la suite U est décroissante.
c) Déduire que la suite U est convergente puis

calculer sa limite.

2) a) Montrer que pour toutn € N*ona: f () <

1
n+1 n+2’

b) Déduire que pour toutn € N°ona: U, < ;-3-1-

c) Retrouver alors la limite de la suite U.

1

H+l

3) a) Montrer que pour tout n € N* on a :1 Sz —uiﬂl+

=

b) En déduire que pnurtoutneN'\{l}nna:n£$—35n+1+%+§+~--+“—11_
3 =

c) Montrer que pour tout n € H* on a:z—iﬁﬁ—dn—l
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d) En déduire que pour tout n € M*\{1} on a : 1+%+§+ +"+1 =2/n-—1.

e) Déterminer alors liEl (nll,)
= O

e

Uu=n et Fu=1

24V, _ 30,42V,
UH‘I'I B 3 Et FTI"‘I "B 5

On considére les suites U et V définies sur M par : [
1) Montrer que pourtout n e Mona: U, =V,

2) Montrer que la suite U est croissante et la suite V est décroissante
3) Déduire que les suites U et V convergent vers la méme limite

4) Soit la suite W définie sur M par :W, = 9U, + 5V,

a) Montrer que la suite W est constante

b) En déduire la limite commune des suites U et V

(G VP G | G Vi
zk+1_1 3+5+ +2:r:+1

On considére les suites U ; V et W définies sur W par: U, = ¥,
1) Montrer que pourtout ne M ona: Uspyy = Uz,

2) Montrer que la suite (If;,, ) est croissante et la suite (I/5,,) est décroissante.

3) Déduire que la suites U converge vers une limite L € [ ;1]

s

Pour tout x € [0; 1] on pose : f(x) = %{1 —v1-x)

1) Justifier la continuité de f sur [0; 1]

1
Ug =E

Upsr =5(1—1T-1,)

a) Montrerque pourtoutneMona: 00U, <

2) Soit U une suite définie sur N par : {

B |

b) Montrer que U est une suite décroissante
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c) En déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite

i
g2

3) Montrer par récurrence que pour toutn € M on a: U, = sin® ) puis retrouver sa limite

4) Soit S la suite définie sur N par S, = ¥i_o(—1)kU, on pose : V,, = §,, et W, = §,,.1
a) Calculer Vg et Wy
b) Montrer que pourtoutne Mona: W, <=V,
¢) Montrer que les suites (V,,) et (W) sont monotones et de sens de variation contraires

d) Calculer ”ﬁ, (V, — W,,) .En déduire que la suite (§,,) converge vers une limite «

3 1
telle que — < a <~

DEHE

Soit U la suite définie sur N* par : U, = S, (22

1) a) Calculer U, et U,

dn+1
3ZR42

b) Montrer que pour toutn € N* on a: Uzpyp — Usp = puis déduire la monotonie

de la suite (U;,)
c¢) Montrer que la suite (U;,,,) est decroissante
2) a) Montrer par recurrence que pourtoutn=2ona: 3" = 2n(n — 1).

b) Déduire alors que Ifln (Uspiq — Usy)

3) Montrer que la suite U converge vers unréel a € E ;%

Exercice 22 .

Uy=1etlU; =1
Soit U/ la suite définie sur IN par : [ 2 !
PaN W12 = Upyy + U, (¥R € IN)
1) Montrer que pour tout n € Mon a : U, = n. En déduire la limite de la suite U/
2) Montrer par récurrence que pourtoutn e Mona: U2 — U, U,y = (—1)"
Uz

3) On considére les suites V et Wdéfinie sur N par: V, = —u:“ et W, = —3:““:

a) Vérifier pourtoutne Mona: W, :1+vl
n

b) Montrer gue Vest une suite croissante et que West une suite décroissante

c! Montrer ﬂua Eourtnut neEfona: IFg = WE
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d) Calculer E[‘III. (V, — W,) et montrer que les suites V et W sont convergent vers la méme limite

que I'on précisera

s |

Pour tout n € M°, on considére la fonction f, définie sur un intervalle i par :
{f..(x] =2+ (x—2)sin (%2) si x €2, oo

e i(;l'3 +nx—2n) si x€]-ow,2]
1) a) Déterminer x!!n:& fa(x) et "“L (%) puis interpréter graphiqguement le résultat obtenu.
b) Montrer que Hin Fn(x) = 3 puis interpréter graphiguement le résultat obtenu.

2) a) Verifier que pour tout x € ]2, 4o[ona: 4 —x < f(x) <x.
b) En déduire alors ;5231 fn(x).
c¢) Etudier alors la continuité de f, en 2.
3) a) Montrer que |'équation f,(x) = 0 admet une unigue solution a, dans [1, 2].

b) Verifier que f,;.(a,) = %{a,, — 2) puis déduire que la suite (a,) est croissante.

n
n+ag)*

4) a) Montrer que pourtoutne M ona:a, =

b) Déduire que la suite (a,,) est convergente puis calculer sa limite.
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5) Le plan muni d'un repére orthonormeé (0,1, ])
Dans la figure ci-dessus (C) est la courbe représentative d'une fonction g définie
et continue sur R .
On sait que la courbe (€) admet deux asymptotes d'équations respectives A: y=1et Ay = —x

Par une lecture graphique déterminer avec justification les limites suivantes.

a) lim g f,(x) b) Lim g o f,(x)
¢) lim (g(~fn(®) ~ fa®)) d) lim (a[—.::.{xﬂ)

o2t |

Soit n € §*,on considére la fonction définie sur [0,1] par: f.(x) =x+x% +x® + - + 2"
1) a) Dresser le tableau de variation de f,,

b) Montrer que I'équation f,(x) = 1 admet une solution unique a,,

2) a) Montrer que pour tout n € N'on a: f, (%) =1--

b) Déduire que pour tout n€ N'ona: a, >3
3) Montrer que pour tout n € N'on a: f,. (a,) = a,"* + 1 puis déduire que la suite (a,,) est
décroissante

4) a) Montrer que la suite converge vers une limite L et que L = %

b) Déduire que pourtout n€ M'ona: f,(L) =1 - zl"
5) a) Montrer que pourtout n€ M'ona: f,(L) <1

b) Déduire la limite de la suite (f,(L))

6) a) Montrer que f,(L) =L (ﬂ)

1-L

b) Déduire que ﬁ = 1 puis calculer L
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Suites re’elles . Professeur

) 4*"”" Annee o | L ASSEDIBN FDURA T
Section : Mathématiques OUED ELLIL

In+l
m+l apez oM
1) Montrer que pourtoutne Mona: U, = 0

Soit U la suite définie sur N par : {

On Tiewd b rrg. Tl-im-rr&ncn.

-Ph.m.n:l;j',; LL: 1—>L‘:
-%nL'I—hENiAu-PPmm e Un>‘=’ et "“WT"M% Uﬁ+1.>D

Uy >o
}o&u Upyy = 2221 Uy Do

ﬂl'-“+“.'I. >D
; Conchm , PMM nem; U, >0

2) Soit V la suite définie sur M par: V, =vn+ 1U,
a) Exprimer V2., — V2 en fanctl-:m de n et Uz

Ve~V = (e, ) 1L = o) st ooy
_ D)) (ani) UL —(re )2 = (n£2)(un- +@u:+‘%-(h+ﬁ(1n+f u
%)

A4
_ ur4un*4n+@n I +2 - b+ﬂ(hn+?n+u) U:'

yes
'Me(+}?§+h+3‘ﬁl+ﬁﬁ+i V< V< T Ui‘

(@n +2)*

— —-3n- 2
@n 4+ 7

b) Déduire que la suite V est décroissante et que pourtoutn e Mona: U

M= 2'\|II1+
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2 % ) 2 2
_ — =3n-2
Pml-nu}'ﬂem, V 1—\’1'1 ____!_*_iu,,é{} :-;-}"\/n‘_ié\/f"\

=;-"Vn+1‘ évﬂ Can Vn20£Vﬁ+i>'D

ot {Llht(\f)m}&fwg&dﬁ A al moynte Ao son e
: e

c_lhx me-l'w&h&nsl . \41 =\n+1' U, éi_‘ =% Llné

—L
3) Soit W la suite définie sur N par : W, = VnU,

2\t

Montrer que la suite W est croissante puis déduire que pourtoutne M ona: U, = ﬁ

W~y = (2 ) U= ) U, —n U <ot U nl
= Twif @t g¥_n :(L’-M'l\l _ ) [ = ln a2
Lnrh’l.qtm;:f“ " : - 1'-& / | 4
=4, 20 dme WL S W WD Wy o y0cr
alos Logude (w,.nhmﬂﬂ'l- crvusents donc ¢ My es mminorée $on 3om pr e o
v Pamlw'l— nem’; Nn:,\mun}, jq;'“ U> L%J_Tx bl

4) Montrer que pourtoutn e Nona: U, = —mH— _f:‘(?” =
n

e P nzo; Uj= 1 = _______(_S.xc‘ﬂ, = 3 vreie

Sl e 91l .ol 2x1
e Sed NE N, 5uﬁu§-ﬂ prrs Mnhhrmormit
LLM=@-{”+13“ — (@n+)!

—
—

= : : .
TTIRET 2l
_anyd _ 24l (@n)! @t
ey = 2n+ 2 o S 1::2_-‘ 2L [l @_:1_9_)
_ @n)! @ny1) (2nt2) _ (2n4+2))
@rrt) DR @erd | L D 0N
— @n)) _ @ny))

I A e

. &n&hﬁﬂi 41“]" =m - o 1‘:2 1
prr— un*&:}(ﬁl}’“‘
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?“1{’.’.“1‘?13:& K LI lfirmhum)

Bl = O3 L

Mmfk)fﬁ.aw rremabre B v embre B N éta«n.ﬂ':lb onteuave 3
Mu‘fkireiaw matabre oo embre fun 6&&&161 onfruwve ;

el Xl s nd
U i s~

[ = 4%x3%5x-»@n- %{h-‘f.) 2 % Ly x§ o x(@n-2) x(21)
&= Exhxﬂ.a--)‘-ﬁﬁ—qxb} %uxg; ...... x(2n-2) x(an)

& U= @n)! u

9 X RE X ;g(inuzjxan ”
e U -( . @n)! ) \0 U » @n)

" [(Qﬁ‘lxﬁ.n x__,)(ahi;ﬂﬁi % (n- ﬂxn]i - (2- I"I|)li
h

- & B
I T,
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On considére les suites (a,) et (b,) définies de la maniére suivante

a; = 4.2, a, = 4.22, a,= 4222..2,n=1,
nchiffres
b, = 4.23, b, = 4.223, b,= 4 222...23 ,n21,

(n+1) chiffres

1) Vérifier que a, = 4.222...2 =4+ 2(1071 4 1072 + -.- +10™™) puis calculer nli]:lm{an)

nchif fres

Op=4,22-2 =4 0,222
ﬁ_—l:l:.htum ﬂdﬂ“l’ﬂ-
= 0,2 40,02
L+02+ /0L + 0,002 + . + 0, 000.---0,%

B-Gebithom
= LH-i 1o +2 40+24D+ ot LT

= L,+1(4:. M54 A6 +~-~-4J‘°J = L 2 Al (A )
=L+ 2(4) j%f)ﬁ d %mmu?mﬁﬂi{di)ﬂé

e b “—g b 50—

e L]

2) Calculer lil;l,'l (b))

b,=l,222--23 = 4,222 4 0,00

OrDitres St W o
Q.. +3. 28

O, + s G'l_@)h*l

I

29 }
9 o]
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Soit la suite (U,,) définie pourn > 1 par v, = +---—+ ..... =
2n+1

1) a) Montrer que pour tout n € H*,— 5 u, =
b) En déduire que la suite (I1,,) ast mnvargante et calculer sa limite

Tl n
n__ =¢C . 5k
D koo
- kEtD;‘fi ﬂmﬁ}_} ono.; {kéﬂnr’l = h <h +L2~<{1L+:;|,
&) <
n
Ntk
2
“a o >-'n:4

c Gl __Cu’l'(m F-q-i\ &ncort LN"ﬂ\) Ntn(k\l(r_m_'o.,.i)

o K AR S n (e
-y 2

thd n eN* A <Un<&t!;-
an .
( +A n—-rﬁb (‘\\(ﬁ..l. —) 2} &_{0\1 E_N:mun:‘.aﬂ

““"'1'“9 9-“"'9-’__&“ 7\@-—1‘
RSy
2) Montrer que pour tout n € H° Z—t:—,fﬁ v’_lEndedmraquel+ =, +-t:2v"_
VA —VaTT = ¥8 —¥aoa) (A wVn)
\ﬁ:;i .
_n—-1  _ 4
T m +\n-z V¥ n-o1
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nSVASVRTL (=D Nan >V nlaih-a
- v s = 211?\'?-;-\’;:1

donc %F‘é\rr'? — > %;ém—\(h_—-‘l

%éﬁ(ﬁ-—ﬁ) T+ 3+ 5444 iﬁ@{_r o)

T Lm-N - [
1 @3 \) d *'L*"':»i*n(l“ﬁ

Addihing mewbre & wnesbre fn in}cﬁubﬂ'fb Dn'[—mJ
3) Soit la suite (5,,) définie par §,, = ¥4

2n 2 Znﬂ 2
a) En remarquant que — = =2- o et . 2 2

Montrer que pcrurtuutnem Zn — 2{- = +%}£5“£ +2[1+-+ +-]|
Pan bt kEMN 00 0, 2k (U < .__/U<2+_
kt/= kit = kS k

ae <Lk< gﬁﬂ-ﬂ-
= .Z_a Q.Z_{:LgSh<23 +1%j€
%M (-}:+{;+ *rj—*rj—*h 45,1@&_"“5;)4

-i-:’. "H--L-t 1-%
donc |‘in - 34 i) ésné.in-rl@ﬁw%ﬂ
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b) En déduire que pourtoutn e N*.2n—-4n+1 <5, <2n+4/n
Prun b 0 EMN* oney, {:"fj‘*'“*d‘(”— (”“frﬁ-?))

I+d 444 +ﬂn:igx%_¢

o o L
+ +n+._$ - 9{’-?‘-*‘ +—h>~2@\‘n_+11)
=D{in+i.(+f‘—+ ----- + h)<1n+l|\(_

—.Q,( -fi-+“+i_]>iﬂ iQ‘ ﬂ

donc; an-slefmrt a;é.-a(ﬂyd.ma.}és {20 R (L4 +HIn+wn Wn
dw [an_ufmsr 20—kl +2 P /\1n+hﬁ

¢) Calculer lim ()

Mwn&N’r n—u¥nit 4 5n 4Ln+u~r‘

n
am 1n+um) o
N—+00

un"‘ n-t-’-l- 47’ Mmﬁ'w'cr-l-ﬂ- ‘&LLuCtLUa"JaMnuic. ,en du:lum.
qu oMo o wogeu.\‘
@U ——U' *h+1+i m?{ e rH-'?’ _(ny4).3
%M 3 3}\’"1-1-1 :3h3'1
- THI=3N-3 _ _En—i
- .%\"H-d_ - g)r“Hri éo
CLTI"‘.L_ J:;J S UﬂuL 1 I'rr s O\ 1_
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Autre méthode

U N+L
Mo B 42 4 _ 0+ ¥ 3?'{ 2 /4
Lh | oL " L n—ri T F 3wy 243
or L] 3'n+'1. Cw»@n.»:q_(h+ﬂ
2l © =2n41>0
C!Lmt- ’{fa,&uﬁ' LU,;M—WQMEE =PI Ny
- h+ﬂ_

h;huj-t U—ﬁ-&ﬂr‘hﬂ%h rmm‘dlt‘_t-‘Fﬁ*L ) dﬂht{%ﬂ!}'&wr euke
#Hmﬁrﬁm’ﬂ’nen@m%u %Uhdfj—- E.h:lgjwu_

Un i N+-9. _n4d4d "&-'&n&khmu _

ki 3n+1 3h+
Nl 4 "H-‘.’L

n4d 3ﬂ+:t+3ﬂ+'i 3.371 3 Luﬂ_}_ g)n+i

Doy U, +4 = ‘%‘ Uy + ;ILH o ;B“m(UnJA) :n{):“ QL\LU &

+
=ﬁ>*‘€ Zﬂ—'{)_ :E}f-ﬁ:o__:é -Q:ﬂ-
¥s = A+ 2 1 3-(

n® RUAT e e T g

Hmturc‘.u&VHE.Nmu Sn.,...i.u +%-3 -.1""1) En

Sﬁzéﬁ% ?_Uk-U +Z,_ulz 4‘1“5(1('\'-4 )
=0 h

1
:A+%%¥b‘-d+ 25'5' Ay
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)
= -Eg-
:=4+%ﬂ%_%¢%+j;(4_gh
g = S . — x - - A
dome S50 = A Tl & .%7_ .3
9 o _ 3 _41y —_4
= =Py S =g on T J_gn
3 ’
c%%;[fin =—4u, 4;€%(55__é;_ \
“‘B\LL ‘_;ﬁ L

Correction de I'exercice 5 :

Pour tout n = 1 on pose : U, = EL&

1) Montrer que la suite U est croissante
Pourtout n=1ona:

n+1

1
Un+1_un=zk_
k=1

=1 3.8, 4. 9 L Lz
A S M AT L O e T
donc la suite U est croissante

2) Montrer que pourtout n= 1ona: Uy, = U, = %
Pourtout n=1ona:

P - i f1 3 1 1 1 1 1 1 1
2w UnT AR L M1 e el el ) AITER
k=1 k=1
Zn

0B 8 ]

n+l n+2 " Z2m k

k=n+1
Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 9
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Pourtout ke{n+1;n+2;,,;2n}ona: k<2n =:-;::-l == Z Z 7=
n

In
1 k-n+1 k=n+1

= U,, — U“—z (2n—-n-1+1) donc Uy, = U, 273

3) Déduire que la suite U n'est pas majorée
Supposons que la suite U est majorée
La suite U/ croissante majorée donc elle est convergente
Posons = lim U, donc Iim Uy =1

n—=+c 1

D'autre part U,,, — U, = E par passage a la limite on obtient 0 = 5 ce qui est impossible

Ainsi la suite [/ n'est pas majorée

4) Déterminer alors la limite de la suite U

La suite [J croissante non majorée donc elle tend vers 40

y= ool (E) cb = Uy ool

4/@ Hmtn.er Vo322 ena) O <u,.,<'1.
Ptu:x i‘tm.‘“ h\év y ng i, .,{,h O<

-

*_"E
= 0 < g <z= ] #o{r\"h ¥ 2
“*<fm(ﬁ-xi/

rfy(—r_ii |

0 Low(Ty L2 \. denc. O<L-Q‘ \"“{;—\ “{“\(1

Prof. ABBASSI|I AYMEN Suites réelles Page 10
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@mwu TJ %T‘r m-a-lmas% ; xm‘!r T
[Ynes® %%\-— +
Autre anclbede #-“‘)
.Pﬂumh:i U( {j_‘-:-’-' !'}:r(-”) “r“L Ej ,jLVrm
e Sedbn>2 . 3u5|:>fmm-_.nt.k.» ‘ 5:; Eekm%log%ﬁ |
h>ﬁz=nb-h+4_>3=b.3 4>i:€w AL =0l 3T

et o<

o Concdupmn prwctourn &M ena ; O<un<i
Y Mewber qua £ aide U et ditrewsonte. et b sudeVet cwisonde
U .>o _

Jene [Paswcte U est
{Umi )ejb;i[@ld Wﬁw

T
Vi — Y =U %(WM) u MH
U Ql:ﬂ)m (f?_"*") =Y :z.“)
= = (o3 .;._,_nﬂ) U:L im@_q
= Uy (odfE5) - 2t )
| _—Un(f_l-—fﬂh _3]_%1))>DOGNJC&& ;)Q

Page 11
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R
‘_r‘.’ YL Y1 j_. . - .

ol s 2 U - AT\ S e
V. a2 et V= U oIy

d ew [

S 9¢ .:'. { T ";I EJ. -~
il T
Lo \
2) Pour tout n = 2 on pose W, = U, x sin (-2-’;;)

a) Montrer que W est une suite géométrique.

Waa = Unn_g . %ﬁ) vi Un ' (T:#)}iﬂ fﬁ\)
An L
= Un G;W = jﬂ: Un.bl'ﬂ( 1
C\xmt. @,) et e Dunte Eﬂm‘é‘l'rlﬂ-ui do_ ywsew '-'11
lerme. W, = Uz_ M’r\(;lrg - \% ,ah[_g-) = %x‘%—

b) En déduire |a limite de la suite U.

Wi =W gl = )T

—_ n = Lt e aNn-L

Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 12
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L >0 "ﬂ' ..315\1 i : m — SHET T Tt e

¢) Calculer alors la limite de la suite V.

P ol -

N—s 400

ll‘ 0=
E.ne-ﬂe}--{,w; T'r)___D T} s
==

N— 40 o

Correction de I'exercice 7 :

3
Uﬂ —_
Soit U la suite définie sur N par : y ; .
Unt1 = EUH +§Un

1) a) Montrer que pourtoutn E Nona: 0 < U,< 1
On raisonne par récurrence

DPDUTHZU;UBZEE]“.ll “'11::_?
f R

hypothése Objectif

U Soitn € N ; supposons que 0 < U,, < 1etmontrons que 0 < Uy;q < 1

0<Ui<1
Méthode : (Encadrement) 0 < U,<1 = 1 1
E— 0 <=U,<=
2 2
Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 13
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1 1
“{EUE{'E 5 i
— : 1 ==0<3Uf+3U,<1 donc 0 < Uyyy <1
0 {—E—U,,{E
Q Conclusion : pourtoutn € Nena: 0= U, <1
b) Montrer que la suite U est décroissante
Méthode : (différence entre Up,y et Uy )
4 . 3 £ . 4 1 focty<y [Yom2< 0
gUn+3UnUp=3Un ~gUn=gUn(Us—1)=0 car | "y 4 == !
done la suite U est décroissante

L i Uy=

¢) Déduire que la suite [J est convergente puis calculer sa limite
La suite IJ est décroissante minorée par 0 donc elle est convergente
Posons = lim U,

Bt =

Upourtoutn€E Nonad <, <1
Q La suite U converge vers [ € [0, 1]
Q Upyy = fWU) avec f:x = 227 +2x
O f est continue sur [0, 1] doncen |

1
fo=t _fO-1=0__J-l-1)=0
" {:eu:-. 1] { L€[0,1] 2

=8 ogit—1=4
D'aprés1)b) |=—|] ¢ [0,1] [E[0,1]

le|0,1]
=0 I=1 ce qui est impossible car la suite I est décroissante donc elle
E— 8] 4 F
le0,1] L€ [0,1] est majorée par son premier terme Uy = %5 U, < % == %
doncl =0

2) a) Montrer que pour tout 1 € N; Uy, < 20U,

7 1 1 7 1 ., 3 1 3
Uni1—gUn= U +_uu__un_'-un__unri'”n Upn—7)=0

8 2 2 (3] 2 8 4
3 i i 0
cer Un = &= : " alors %"n (un - :) =0 donc Uﬂ-l-l = %Uﬂ
v,>0 ZU" =0

b) En déduire que puur tomtne N; 0 < U, = *(3)"
lm’r = = T |
o

3 377
|'._ilF"I:::-l..tr:l'l—[);ll}f_-_[,.'ﬂzi_-:-_-z(E B -

rn m+1
Ll Soitn € N ; supposons que 0 < U, = -E(v;) et montrons que 0 < U/, ;4 = 4( )

(15 |

%(;)"_"’: iy 4(3) 8 ‘—"'u - (3) or 0 <Upyq =z,

=]

Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 14
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donc 0 < U, 1 = —Un 5;(%)

U Conclusion :pourtoutn € Hona:0 = U, = 3(3)
'Méthode 2 : (itérations)

Multiplions membre a membre les 1 inégalités on trouve:
(] r::\u,\s — Uy

HBN\;::L\ 0= Un —( )(3) (B)" 8/ (3) 7)”"
u{}ﬁ _B\ui\ donc ﬂﬁﬂnie)u%
sl "
0<=U," Bb';,\
Oﬁﬂﬂsﬁb},\i

) Retrouver la limite de la suite I
n
Pourtoutn € Mona:0 < U, = E(E)
4\8 3,7
lim (0)=0 car la suite x définie sur M par: X, = = (——)
=
3 i est géomatrique de raison 23 e |—1. 1]
Jim (, (a) ) e &)
D'aprés le théoréme de comparaisons “llg‘lm U,=0

3) On donne la somme §,, = X} _o Uy
a) Montrer que la suite § est croissante

S.1— 8. 24{;,, Zu,, (g vl gy F b, ¥ & U g = (H 48y + o, +lY) = U =D
g= 0 k=0
alors la suite § est croissante

= n+i
b} Montrer que pourtout n € M; 0 = §,, = 6(1 - («5) )

n n n
k 3Iv 7\
3
vensi@) = o Tu=i3(
Fnurt{:uthfﬂnna.Diﬂkﬂ*(g — , -, E=F ot 8

i1 Somme d'une suite
- (E) péométrique de mlmn%
= 0 < 3 0
4 ! et de premier terme | (i)
=0
n+1
31-(g) 7\
= 0=8, =7 —7F— = 0<5,<6 i—(—)
4 1 " 8
8
¢) Déduire que la suite § est convergente puis donner un encadrement sa limite

n+1

_ ‘ il 7 7y L
Fcurtﬂutritﬁiuna,—(ﬁ) c:{]::l—(ﬁ) f;’l:&ﬁ(l—(ﬁ) <6

n+1 4
donc 0= S, <6 (1 " (3) ) <6 La suite § est croissante et majorée par 6 donc elle converge

8 vers | € [0,6]
Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 15
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" P 3 Hu = I
Soit If la suite delinie sur M par : [un” =0% +1 "
1} Construmre les 3 premiers termes de la sute [/
sur ["axe des abscisses puis interpréter g

On constate que la suite [/ est croissante
non majorée et Iit+n U, = +ow
Moo

N

L]

2) a) Montrer que pour tout n € Mona: U, =1
On raisonne par récurrence

OQPourn=0;U0,=1 =1

U Seitn € N ; supposons que I/, = 1 et montrons que U,;; = 1

Méthode : (Encadrement) U, =1 == Uj=1 = U2 +122 donc U, 22> 1

W Conclusion : pourtoutn € Mona: U/, = 1
b) Montrer que la suite U est croissante
v,—1z0

Unsr=Uy= U3 +1=-Uy= Uy (U, = 1)+ 120 car U, = i=':'[l!.l',,,I =0 > “=>U,.{b‘" D=0

done la suite IJ est croissante = U, (U, —1})+1=1=>0

¢) Déduire que la suite U non majorée puis calculer sa limite
Supposons gue la suite [/ est majorée

La suite [/ est croissante majorée donc elle est convergente
Posons I= lim U,

n—=++oo
Upourtoutn € Hona: U, =1
O La suite U converge vers | € [1, 409

Q Upyy = f(U,) avec fix - x2 +1

Q f est continue sur [1, +oo| doncen I
fin=1 E+1=1_F-1+1=0
[ € [1,+oo] L€ [1,+0o] L€ [1,+oo]
donc la suite [ non majorée

La suite croissante non majorée donc elle tend vers +co

alors { ce qui est impossible car A= -3 < 0

Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 16
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3)a) Montrer que pourtoutn € M ; U, ., = 2U,,
Upe1=2U,=U2 +1-2U,=(U,-1)* =z 0 donc U,,4 = 2U,

b) En déduire que pourtoutn € N ; U, = 2"
QPourn=0;Uy,=122=1 P —

1 Soit n € M ; supposons que U, = 2" et montrons que Uy, = 2"*1

Upz2"=2l,22"2 == 2U, =2 2™ or U,,, = 2U,, donc U, = 2U, = 2"
O Conclusion : pourtoutn € Mona: U, = 2"

\ﬂq\a 20, Multiplions membre a membre les 11 inégalités on trouve:
Up=2x2x2x2..2X20U
\17\2 2\61\ n fois
2)&;\ donc U, = 2"

c) Retrouver la limite de la suite UJ

pour toutn € N; U, = 2" car la suite x définie sur N par : x,, = 2"
Jim (2") = +oo est géométriquederaison 2 > 1letxy =20=1>0

D’'aprés le théoréme de comparaisons nl-i-!i-nm Up =+

4) On donne la somme §,, = ¥3_; K*U,
2 2
a) Montrer par récurrence que pour toutn € M° ; 22:1553 — wmlan (':"”

On raisonne par récurrence

_ 13(1+1)2

L = < SR
l:IPourn—l*51—Ek=1k =3

1] m¥l

F4 F = 3 =
U Soitn € N"; supposons que Zkﬁ = % et montrons que Zk‘ ®, o 1) ;jn e
=1 =
w1
DI =424 P, D= 423434, 40 4 (m 4 1)
k=1 zf-nl.“’
_n*(n+1)* Lot 1)) m+1*(m*+4m+1)) (m+1)*(n®+4n+4)
a 4 4 - 4 4
Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 17
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& 4+ D+ 2)?

donc Z i3
4

k=1
r r
- . . nein+1)
O Conclusion : pourtoutn € N'ena: X, = o

2 2
b) Montrer que pour tout n € M* ; §, = = {-1+i}

n n
2 2
Pourtoutk € N'ona: Uy = 1= K3U} = k? =.~Zk3[l,—¢ = ZR:" =5, Eﬁ
-1 = |
¢) Calculer alors nl—l-E]w{S")
: n%(n + 1)%
pour tout n € K", §,; = — % D'aprés le théoréme de comparaisons
2 2 pu
lim (M) = +00 Ay = oo
e 00 4
Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 18
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Correction de |'exercice 9 :

2
= L + Ax
OE ot

19 o P‘a"”‘-)i""“-'émf%a s 2 gees
Pcrtm_ ¥'m y a, e " = 1% +“+
tx>den %(:-L) 3= + ﬂﬁl(& 4.—_1:.:.-[9

. o (){_Q+QK+3)‘|1
A4l =@ -3 _ T -3

= c.?(x'E+¢?14 -H‘:j 3 (x +'—3~1+5;)
o Porons 254253 =0 ,x'=4eFn"=-3 cwt. 03b+C=0O
. Potene 1'2+2n+3H¢ ImP:xfanq Coe A = 12-[4& 3=— 3<D
X oo -3 ’L_ﬁ.___.iua

Raza| —F—@ -
543 ——5——- +

e 5 pross it 2> 4 o 60 - ¢>@ >
B E hudier faﬂhhmhkv«.hy&&-&.zx y=ix

o) — 4atalsd) _ xlsyise
' 20 ) 2 (R 4n+D) "
_ b kA e SO
2 (A F 2+ 39 | 2 (12+2){ +3)
_
Q (2% 2 +3)
T A O +X0
-4 e ) - | i —_
Y4243 ——F' _i— = ] '—j_:‘_
EE{?.\ = ’%’21 | —t+—( | ] __-_-_.._...
e T o 7N AN V>3
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Equ_ﬁ* x> 4 enal ok $00 -1 g—(xﬂg
P bt x>d ona; -4 = 254 20-3 _ G—1)fase

R T I T, e '
or X431 ROCHA3) T Tyl
2(x%med) 3

_(43)-3  4.2083)  3xg 9a ¢
20¢4m+3).3 3.205%W1) T G (R ma3)

<
_ == 3 2% -% 4
6(x+2x43) o ] — O e
ub__ | — - G}
2 (Eywmed) 3

Sme bt T — _
T l(i."-ﬂgl- 3 <o
>+ - ,
"# .2‘(:."-[-“1-3) “{ :13.

dbu - (2~1) (%43) 4 (wn-1) o x4
2232 43) <3 - #3—1}-9

—

- _"‘"\‘ g . " R
—» &D03) 40 4y Feo—7 <4t

_3_(.'3‘3_&.?1\43) D 3 —
Et Covmamt _i"u‘ﬁ_ﬂ’;’ 1}_{._ L‘?_’iﬁﬁj 5E;.l'} - %f@
Alew, ‘ QO é %fﬂ 11- % % (’1-’1}
27 C ='2" \ ) J"La.-.h:.cllﬂne L
/[u gy YM He2 e {Rogivp e
ned = ﬂ) oPrwve Nn=o0 p [.lu_-_'_ _E_?r*i

.Setnem, “_‘:%P&M t.‘t.ui_'&“} :'mc_.}‘ u+i‘j>__, i}

Pown, bt '?-;:: 1 o g[;t_”)}% ar ObJ

Cowmne Up > 4 “&*'“MMPM-LPM%WTM
done f(U)) >3 = 28UY >4 = U, > 3
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5 Monclome de o site U.
P b3 >4 ewa; £60- ix{t} B %x) <_Lx
Con, ,.sns.rLLA -HD[: ‘E?E:d'” Qs mﬁm QLQ&
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N ned i Sy |

P bt Gend;: U @r | | |

'%dr jllnru.l-h»w} Crmmh M ]R dnnl:,m [a ﬂ

U € [ﬂ -'I.] EJ’ -.—Q[a,i-_Km n}1.=p n+1,>2, =bﬂ< )

.b.Em i {L ) w) Z\ﬂ M_) 5 un%é‘ﬂ.mi)é n+£,
(f_m FMJ,J*EEN“ %(T}‘é@ﬂ = f(hﬂ) T a)

P .

B Conclurmn 7 [ovun bt € NT oo U, g L
Prunbrd n €N ona’ 04 é

n+i i}'a,w; & Hheorens
)} | m
. (“‘ ).: 0] N—t ">
h—+a0 \N+.
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4) a) Soit @ la fonction définie sur R, par: ¢(x )= — |
1++/3x +1

En déduire que w[ 1 ]{
Em}&t}h&nfnu!hd.t. TR» hP
ﬂ-ébﬂpaﬂ-ém:l::* (‘:\EEH-'L =‘,'>4+‘J ié*’l+r—+1

¢ @(
41@1’4*43':1 4+ﬁa.-+_> \‘_1:‘5' @2 N

4 a4 4- A _\euat i f\(z. A= a){r—“aun* )
E—“En- ~Un__ .uh'.'_un. 'Un' [ : U(’_“_"-Li:l
‘35#1_1 1 - | | _Q(ur)

un'k\'-—[ +i) ‘4 41
Prun bk n & ona; O <U

Al | e

=5 9103 P > 9(75) e Glimt
= %>L_%>w.(nﬂ T
‘JL“E (ri-a-;]'( _'-"ﬂ_é%

b) Vérifier que pour tout n EMona: % % et en déduire que pour tout n EH:
'rr"{hu.

1 *‘ 3(m+1)

o
( a>1 1'5
ena: P[n+l] 2n+35 A gk, '

.
D et 5 B4 AR Ly <t TS e |

ng4 =
n 1Y L YT Y - > Ny fn
B hii >ui =g ':-1-1.. :_-i-lif i'jh:lﬂ_ - n4d }#“'{ﬂ-—:.i
. i Y L .
(k)=

A4 \/3_+1m Ll oy

1'|+".|'_

D,'_ ™ '-I Ln 45

pet LB = Ay 4“+ e = AeNR £ S8

4 3 —ia

v Ax3 > * _ : ‘;2_

A H-H-
:) Montrer a!nrs que pour tnut/nE Mona: %— B & e S 5%

2 m+1 {;"+1 U" 2
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PMMHEN unn‘, v { Z\Lp(m)éui-‘{_‘lné%
J,.-* E.'I‘H-B .

-

4
4
Ln-ri} (*I _F_#\- _3[n-.t]z,{n4q 3@,-.,,5]{“*1}“,5 1{5_“+5:|

M+5 nl s(m)un,,s}
:;(mﬂ B{Eﬂ-rfﬁ_&\)hﬁj 12{2n45)
2 !.r|-|-5
_' gﬁt_ril:nq-gnﬂrg‘ﬁ TN AS+un+ 6o
| (pd}[im—'j}
A5n 4+ 51 3(net) 2 '
Al 0 denc = —a
T 2n)(anes) ~ > —~| %5 T
' B & 3(n+1) i 3 |- -
@—“.“ e r1+1."'4" 3.\"'|+".5é un-..d.. EQE?EHEIN |
3 = 3
) Montrer que pour tout m € N® on a =8 LﬂL—lﬂg—"
3 2 k=1 "{ Uu 2
TS 3 . P -
Qi
3
<3
Z.3
R
- 3
5.4
n.---&-u-!nrt En L & 'Iﬂl.atld.u t:n*rm
At L AL\ L_"’" }__+.3_i___+ |
| f‘.l)'i--.. U, _"‘J,éﬂhw =
= 3
i é Th
6) a) Montrer que pourtout n € " ona: — = Jn n-—1.
En déduire que pour tout n € K~ DHEI:1+L+%+ ........ +L£2\f;
n

= _ AR —ymalE ) o) g _
T afn—t Ty L YVl eVnt

L=\ 2Adn =>n>yn | | u..?awﬁ+ﬂ> VA VnL
| VRNt ) 3,n>»[_‘+r_t
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R - e - R )

B u ek TS UADIR S UL SR

3 3
b) Montrer alors que pourtout m € N on a: E” —12/n < _Lr- 15

‘?n
En déduire que lim (nl/, ) "o,
n oA 3 N3 A4
T S a2 i e i A i)
T, Tl —— L —— ]|
i a2, 1 PR s
.ﬂ—r "‘it —E;E{ U, é’ 4 r N Uy £
- | | 3 /
_J;Iﬁ %n;-ﬂm »1-4. é mé 1—:-1-'1-- )
xn =N u n
= unﬁ = >l“‘|
%n.--&l n +4 nz n 2 i‘n"'d“ .%n_d.tm 17 Ilr">-"."".%n-~|+’]..
—_— = - 2
Et covma iﬂ“—‘«ru( J-ﬂﬂn{ﬁ)-..? e
. [»n T Tl e T AL:
n—+a0 %_n-dlm LT = Y ﬁ(%_,ﬂ,fﬂ_*a T 5
Al i (hun] _—;:.3.. |
7) Soit W la suite définiesur N* par:ppr - 1 [; |
" k-0 &
a) Montrer que pourtoutn € M on a : I _LL = [:?
PR D P TP P i
1 1 % T T e F - —
b % (ﬁ_]’- U 1 | L I . B 11
3ugt 3U+1
=P 3
u,:' un
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b) En déduire que pour tout n € Nona:

&calculer lim (IV ) @_@ .

Prof. ABBASSI AYMEN Suites réelles Page 43

56/80



Correction de I'exercice 15 :

Pwnl-wi‘nEl'N ona, U,M Un- >nr.a.n. prnlet n€MN; U D0
G = U+ tyatyr-+U,% 0

donc Hodude U et Gromont

Lo ik U ok onovtonde olon f.mu k€fs,2,. ] ona; kg n = Ul
= E._UL< %_Lln = U ':IZ+ = <_ﬂu

k=t = ke

Lo sidi U ebooanke ol U, S U = U +U >SU U
4
> Uy Uy 2tk Uyl +U, L0, = r— e
- U,,s+Un > Un
+U0y4 -+ Uy 7 nlq

= POUl ToutL

n..-"" N+

%‘%2 f,"#_
% —Vine > A5

e
\’5;4_—%»4. /;_.,._;,. ﬂ—.:::r

\4—"' '—%‘»L 2 p e, M n+n-1.

H:l:lﬂl\nv- mwlm-g_a.mculnrg_ 'El-b N Il‘légn.&la ﬂht\.mn.'vt;
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Ven =V >

> kh-a":j Drfnwsl-n}‘kﬁ{uil ,H-i}l:mu. kgn_']__én

—;-nark(mn :D-_E'>i_ _E>
‘J"m En+k> nﬁ =9Z._Ft_[ .E::}__,

Punsude |Vm— vn>,1| i
Pt bk ne N = Vn > 20 donc 4o pudde V ed cwimoude
S“Ffﬁm:qn 4o pule V af nmtvn.u.

bap J;V#mﬂm ne dore t."..u“tnwrzuh
pﬂ'ﬂ& 'Q. L V) Jont ‘E-\-'- ALI!I"

%~ V>1 =e>h Q.f_v,p>h a) = t>1recr¢+

e impo

dore -!n.,m....fi. AVEVE En.n.m..aﬂui

J.A.luﬁ\fd"mﬂ non u.. nt‘. -‘Lu. V = 400
or V. =U* =5U,=\V, w..un>t, ,;,m =t (WJ_+m

N 400

lthtU ul'(rumaui'tizlonqt ud-rmmnu -Fu.n.wn terkrme U, = 1
= prnhubk€Nona; U >4 = {_,Uk>
=b|_-|-u;+%+ +Un>n> 41,

U= U 4 s Uz,‘ 4
L= Ul +- -+ Uy U, u (lil,+U1+U,+ _’_un)

or Uy+ly+--+0, >4 =i‘:'u (u.+q,+ +) >4 =PD<U — é%ﬁ
denc 1L LA+ Untu+l.§+~ - LA+ "Tn (i .
b S—T—L_
14 St &+
l‘vﬂLEN':nm_, 4§ uné_H 0, 3opro {nﬂrh
N—+00 )= S ; (I&Ft
#ﬂhm @“"%'ﬂ):i
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Le plan muni d'un repére orthonormé (0, L, j)
Dans la figure ci-dessous , on a traceé sur [0, +oo[ la droite A : y = x et les courbes (C,) : y = sinx et

.
(Cz}:y=—;+x

3
1) En exploitant le graphique, justifier que pour tout x de [0, 4o ; —% +x=sinx=x

[mwk_ '@L ol o desrous du b dreie A dDI’IC mee-@;ﬁt{
s do crurbe 8y ot om dusus de Bn&wmlt‘@a
lonc wwxe[u,m[_mu, %+ @nxQ-(

2) On considére les suites (U, ) et (V,, ) définies sur N* par: U, = X} sm( ) et vV, = Ek_

a) Montrer que la suite (V,) cnnverge vers -

V=R = 4 g - %L(*“*J;—*'}) ety
Zm |V, = din H‘@Jr%)) i1
b) Montrer que pour toutn € N* , ¥, k* < nt.

Prur bul k €§1,23,. n} ona; kR{n =p k° 4“ = Lkséﬁz’

iR Rl = FRgw

...............................

c) Dadmre que pourtoutn e N* V,, — — = U, =V,.
Pran bk 3 € (0,100 ona; —*_c.5+'x_ __éﬂhxé.l
Comme -FM I'h.L"l' k&ﬂ\l'el: hen\ll ona, —ﬁl' E..r_ﬂ;'l'ﬂ{

ahal %m%%?q, Jt_ﬁ 43,1@
ﬁ""i +Z—-—h’- 4;"‘“@4

or . X<n'=p 1 %k L Ll |4 i |
hat [ Cn -_La} 3 én‘%’>’ [

e '4_ '\J — V _ .......................................................
Rt P2t dn FRAVCIN
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d) Montrer alors que la suite (U,, ) converge et préciser sa limite,

mwnnen Ul | g, 4 bt ds.Com i
4 LY =1 - o4

n—,mk-m-f "Q":.- -B.. Un=ﬂ55

—i+0 T

H
e

=
Soit U la suite définie sur N par : { o= z
”n+1 =U, - (Un}z

Dans la figure ci-contre, (0,t,]) est un repére orthonormé du plan et () la courbe représentative

d'une fonction f définie sur [ﬂ. %] par f(x) =x—x*etladroite A: y=x

1) a) Montrer que pour toutn ENona: 0 < U, <3 0.25+0.5
oPer n=o; Ub'-'jge@i 1‘]
&&LLHEN;SUTFMTAOQUHQ%E}MH[WW Déunﬂéi-

O e iy = W QL0 i
{&FWME:E]

® Concluson; pwn b nEN; oLU L

| b)Montrer que la suite U est décroissante. | 0.25 |
U, ~Uy= —UY Lo done dopik (Up) ab dicrsmanke

| c) Déduire que la suite U est convergente puis calculer sa limite. | 0.25+0.25+0.5 |

ko sule. Ug) ot décrvasouk minstes o O done e b owiengeude .
Fama £ <t (U

o PhulneN; odU, L4

® La)mle.LUA Convengs. vena f(—: Lo, %]

® Ul‘l+i :gLun)

® { at conhour dun [0,4] denc ent —
P §80=t o s AN Yo =[¢° oto

e, LRelod] el Belod]
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0.5

2) a) Montrer que pour toutn € N*on a - f(“+1) -

1 ul{ 1-4
‘ﬂ 4= (ﬂ+*~ (FJ%I«) s D e

= - A _n _beningd vl£+2ﬁ 1o
4= DA m)tmn*“_ o
- O (:L:m 4 "
o0 e w2 il

b) Déduire que pourtoutn € N*ona: U, < +1
P =4; U U LIL 1= 4 :
ofmtaril ’z ; 4u%m,;:m ne'y
n 4 = -
CRSLE s oper. L MR Y S

; énn

0.25+0.5

;{u#&wu&m&m[o 17.
Un€lotlek n s maxie Aty = U, {335
e mme. () <A abm U, L

%Cﬂhﬂ&*ﬁ“ Flm.l-m}hen\l ona; U 4——

| c) Retrouver alors la limite de la suite U.

N+l
Prua bl ne m*ona; 0<L1“<_‘L_ ek Him

3) a) Montrer que pourtoutn e " ona:1 < L = "— =1 + = 0.25x2

A 4 - A _AU0)_4-43U _ Sn .
Gy Un ™ G0 Gl - TG0y Q)T 2-G,
Dz“uném:b-—é Uq<D=_*,>4 :LQ Uné‘i

S prliUdd syt o5l a0 451 5y

.b-.
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b) En déduire que pour tout n € W*\{1} on a: nsul—:! <n+ 1+;—+-;;+---+L 0.25x2

n-1"

Addihon drme o lerme ﬁ;&;—q‘,& ir&auﬂd on Trowve =
Ul s £ IR RS XS Rl SR E=

n
= n-1L ﬁ_héﬁn—i_ﬁ,%ﬁ_%.\.ﬂif..* 4+ _;_:1..

g " _ .......................... 4 ...................... -i,_ ..... ' ........ > > _
.......... év?’én+7*%*3** Nz nt
c) Montrer que pour toutn € fi* on a: zin <vn-Vn-1 0.25x2

\n' _Yn1 = &_ 'J""'ia(ﬁ.'*@: n—b'ﬁ—- = . .
ﬁ +m ﬁ +\j'ﬂ—i fﬁ-ﬂrﬂ_—ﬂ. :
c&}: N2A=Vn >4 = Vnln 3497 = N>V ek nsfn >Vt
LR . p A e
A E X Frlad 00

d) En déduire que pour toutn € N°\{1}ona: 1+ + 1+ +-—<2Vn—1. 0.25x2

Ad&a‘.ﬁm:lcrmt &l&rmﬁ;ﬁ"l—ﬂ intgoddés ontuuve s
P rasTm
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e) Déterminer alors llm {nﬂn} 0.25x2

A+ .t.+43+ +'J'i ‘-{-.1' -4 "—'E?“'*)'*ﬂ-'ﬁr e +-:—_-a-_§.,_n+2\-'ﬂ-1

or n 4 ‘3 4ﬁ+"‘+ir+3—+ +35 %nché%-Sémﬂm
N

= 'ﬂ-'r.?) LA L npadht +3 = A k. I
Un = N+ 1L +3<u’ < n+3

------------------------------------------------------------------------------

mfr-uf“ e
R—too \ N 3) Qi EL Ei ):)L donc‘ﬂm l(i|)='1
= . 4 'zll""'f_) Nosroo
] ) /].
N—s +oo\n+ 2y +3 ﬁ-—atﬂu%&f _1__{_% =
Correction de |'exercice 18 :
u:. =0 et Fu =1
On considére les suites U et V définies sur M par : {U Z WtV g 3Unt2Vy
n+l = et Vo =—72

1) Montrer que pourtoutne Mona: U, <V,
0ﬂ 03B enne ﬁn J'L* Garremta

an. n=0; U=0 < b-* | _

Smbknc |N ‘3 Ek murnt'wul- quar izt-;l,b S Vot

N [ I Vor? @u +Vi~5)_ U, 46V, —1ou,, 5V,
l'|+'!.._. n+i 5,5 | Bl

_.V[: Un>gf.m1U<.V )V U>D
A5

[done W L},U“_
Eana‘u‘h;n; Fwn'—-u-ml’ hf—:n\l U <V

2) Montrer que la suite U est croissante et la suite V est decrolssanle
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.@_ﬁh\; U, +Vi L thots 9.u,,+vﬂ_3u Qg _L@>O

3 3
Con V, _;>V -u
donc  fo pnde U et crowsounta ;,,u,, h2

L mw A2V, VR 3U 42V, -3V, _3U -3V,
| [ 5 HEE

—Vn
4 (u = ]40 can U LV, = UpoV, Ko 23U )¢

donc [ Y u’rdﬂrﬂ'mw"ri

3) Déduire que les suites U et V convergent vers la méme limite.

VU o) Pae %, VU S £V U

N4l N+ A5 N+ ML ned

=T e o A
" F 2 % T ,1:{

dw e (=0 = e Vool =O

N—ja B
B Prn but nem; U, LV,
B Lo sude U et crrmsombe et €ainnde Vet dicrnsonte L
"a.Lﬂ:- {mm‘as UekV Mowlémmﬁ ofou, el tanvm}ml- #ﬁ P Qe

T
4) Soit la suite W définie sur N par :.W, = 9U,, + 5V,
a) Montrer gue la suite W est constante.

W= @Jﬁ 313U?+gn) +53Y, +5'-Vn 3'—'n+ Vi) +3un+ 2V,

el ™ CECIANGS

= 6U, +3V,+ 3U, 42V, =3u, +‘5V = Wi flarj': '&Agiﬁt&

b) En dédunre la limite commune des suites U etV

Pororn = 'E.m-.ALU.‘_J-‘L.- L)

N —3-4ao

Lo sike w ed condonts  done (Wpy= W, —ﬁu+5\f_§)

= U +5V
dri A (BUa5V =2 (5) <:>“ﬁil+56 5

a7 i n— a5 s AR =5 & ‘E:%
e L
e U,) = &u o= 5.
Porc aute t.'?:.-ma( n} k ﬂ] Ay
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On considére la suites U définies sur M par : U, —Zﬁ_u;fl 1~—§+%+~--+$:
| 1) Montrer que pour tout n € Nona: Uzn+1 < Uz,, | 0.5 |
2 *L
W U = ét_mi Em. - ‘-'c‘l)h 1 _| As
+i n k=1 i+ 2[1.n+1}+1 T n+3d
i M F Ehl oh - INNEREEEE
done. 4 c a, ;u:..”, 1 &Uy
| 2) Montrer que la suite (U5, 1) est croissante et la surte (U;,) est décroissante. | 0.5x2 |
Wl = Shed L E_x _ & ":‘1-}
2 <n E- Et.tn-q.:l;-i-i i{ln+2}+i
- 1 1 0 G Uns5S > Unad=ad 4
I hn 5 + Lll'l.q.-fé: ! s + > Ltn-q-‘;é;l-lﬂ-r}
S : !Jf ’"*‘g_q Insl
5 - :Ezm_?_x __"ci} %‘D
N3 2nat k=1 k<A 2(an+2)+1 .?.(z.n-g)+1
e 4 — '1 Cor. LUn+F > Unsf 21 4
Ln +5 Lin ‘4} o > un+44*un+5

3) Déduire que la suites U converge vers une limite | € 5 - 1] 0.5x3
® Fou bubnem¥ona; U, L U,
® hasute (Uy,) et (J!.UMnut?. et hM‘Q-]mi) edt iz omle .

n_ﬂmpﬂmi 2l = ﬁ‘-ﬂ?—rs

B:;E“ﬁéu,ﬁ ot @, ,) ook odfacerts deve & coergenk ver fa
n—s+m(Uin) -E. } 4 .................. (~ ______________ e-
&m(uln.,.ﬂ ‘E- U')

v la sink [_Uhm Levsanke donc efle d‘muam fmm Prr.murJLG.rm
Upn =ly=4-4= =% doc prua bk nen™; Uy, {1 > LA
v Lq_;n&w e:l'c;mwi-. dm-nc, e ed minnes fon s premie- lerme.

U —:U 4 d.un ‘FBMM nEM , Uj_n,*.ﬂ_t\(}i'#"a}% ......

o1
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conseion s oarice s [

#-(?Q" -'(_"l *.G:i‘) I.Gl:ﬂ;i]
Y le-..%w— fo. covbouit de § s [o,1]

Lu{w hew 3—es A% et Cenbhace -P.?q'l'we)-k . ]'_L,!ﬂ
=t lat chon J—e YA-x et conhinue un Lo 1)
-=1;:>In chom Wp—s — YA-K F'i'er"nl\.rm ] o, g
"—‘EDL'“%M hen 3r—eA— yA—x' &t contnue. gun [0, 4]

lJ.i:m_ «%ﬂl’r [t"nL-nM _,-H.[L g

-?/{U. - JMm'tmqu-l Oéunéi-
PunH - -"(‘1 ﬁ*—‘) Ohﬂmnm .Pumtmmu
e It n=0 Uu j—@.[_u:,ﬂ:l .
+ Sk nen; St aua[0LInE 3 o wwbeene LD
SUppss Lf*““ ned
- TR

O LU =4 Ungo = L -, A
- £<\/T_'u": Lt = 4 EN-UnL- &
- 0 VI o TS

i’lo <Uﬁ+i‘*\1f

° l:img Egm Wl_ lgﬂ_|’h 1:—!?\1I ewna , O <Uﬂ< 4
b mtw.gr»_; fo mute Ued clw-mw...h.
Dnrwmnni mm:mmm (Hrn'lnm oL AU FrEAts O UM{L[.)

o AT AR e[| T O [

Uméun:‘t"'umi}_u = A-U,y >4- Uy

= 4_U:¢>\F‘_-LT —‘W{_Un'+1<—ru
b A=Vl <A T g (-4 - ) CH-a)

h+1 < un+::_ )
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- o Coac ugon, oo but ne ™ ma: Ll,,ﬂg U, .
nl_('n(_ =~Dp\ }"'U—t?_ U "ﬁ“l.‘L fp u‘u,.te

j En:lednwuq-"l-‘{&-hmjt u&&w%eﬂgdfm 20 ife
.iu}x L U i’dif PLMMIR? DO LR

Perens R = ‘\EM.\ kU )
o Poun hul'hf'n\l B D{U 44{

o da e U Cowvenge Vens X €fo, &)
° n+1_“"g(-u"§ el «% Hﬂd—ﬁ)

etﬁ.ﬂr Comhnus. St I:a,;%_] denc t-;m{

{ﬁ(@— L (A--T) _ (2t=4-iZ
te l—_””a Le [*—”‘;g £ Ql:u,%]
{(r &)= t—29>0

..f‘.w—s. 0 danc. e ed r_f'rh"!“"l&lub

= 4 0442
L €lo,3] - Lelo i)
N {if—[f " - ‘E(f:%) G 2=0 pyl=3
=) 'PLL‘”‘”:] Lelos] ‘EEL‘ 470
denc. =0
3/Hmtw' ‘P‘HEN ema, U s W
Mm.h.m'& Qﬂhmﬂl‘f’ﬂﬂ: . QH)?
'Pﬁuiﬁ =0 U__E_——,E'In(hdgm-ﬁ‘#m _
o SetknE 'Un="'“" LL-ti:'ml(-llI-
Uys =

% \]ruh)__‘, ._.7( ‘J/'l .Mnl&—,))
= £(1-Vo5te)) = (1| o)
:%_4 = m«.z“;d.unh:.gqame;'_.gi

- <t..1.»~q -#-1:)

Suites réelles
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U B ) )

r

Bon
N—s-t00 Ll - —_->—wa. U =0
“PMM th N } N—+® i

g R
75, ?&t)uk; (=S, o Wo=S, .,

Concfusiom th«ﬁrnem U _r}_)ln(:T )

\/D-:J —-‘5 E,f’l)kuk- ‘_*jf
‘NE_ )U+iﬂ,_$4 __(- Efl} | = U U “_"..z a_{_’)
mehng...n_ YneEm twa; W <V Rn_ {—-::

w"i"v = ﬂn+’i-b §i&i) Uk égi)kUk
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Pour tout n € M", on considére la fonction [, définie sur un intervalle R par :
Fax) =2+ (x—2)sin (ﬁ) si x €]2, 4oof
foi(x) = 1{.104:3+n.1l:—2n} si x € ]—oo, ZI

Tt i

'u.._._m 1_-"@ [__EL-W?L —in)] 'th @,:'13) ==00-
, in.{ﬂ. lqm( Q""”I’i“ﬁ {M h"’* :1—;-09(1_1-):%

A 1—-00

(.l.onc, w da culmd une. 'ornncﬁe. b!rf.ml,ua. de direchion i Lo
ﬂ:u! ey m—donnm%m \humua). oo M

b) Montrer que Hm fa(x) = 3 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

P = 4 . X
ews U () = = 4._.—:},) o WS K e
im i_"'i")‘m""m a+£".ﬂ@ Voulx) owec V()= L4 22X -“"1

% W) = dow *4—-):0 .......................................

K—s 400 Y—e 400 ¢ & I _&w‘ 2;
I_AOV[)Q = ‘ﬂm £+ ﬂ) :2) 'J(_...;mgm

don B unbe di 2 admel ol o h.ldb:rnl—.m =
m.cvuhmar.& % e i ¢ 4=

2) a) Verifierque pourtout x € |2, +xmfona 4 —x < f,(x) =x.

Ponr fed x €J240 On0; 1 £ k_. 4
%D&i)xfit 9} 4LmL1 ,)xQL—.’)) Lix@_q Cout. 'x_>2. :cal.-.‘l>D
» -0l +2 L2+l L2 %2 = b f Ll

b) En déduire alors Hm Fa(x).

P }“’l‘ E 1!‘ > I-I-—
% ﬁfx:_ :;] oninLte wfﬂ'-* &fﬁf%rﬁrf:_#
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c) Etudier alors la continuité de f, en 2.

Conbnate rLL‘Q en 2 :tLa_t}.- A2
_f::l_% (l) —.'Em Ek‘x.-q-nl#.‘lnﬂ ._%Li) d.onC. %&l‘(ﬂn‘mﬁ ;ao-&tnl

1__,? Eg;(*) 3 —%n(_l) donc § et conhnus o drode en
Pon _zm_fo. % et conhows €nd:

3) a) Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution a,, dans [1,2].

f et dirivobds ruwi}-o0, L[ comme ‘elont une ndtmfﬂanm

E-LFMMWLE.]*W:QQN& %Lﬂ—i€1+h)>':}
.'E 28t Conhnua A‘rl&tmri*mm sun [41,24]

{.@— T Lownnn -
(9= L >0 - 'Er@ -'Gn(-l) Q

donc -E'fg«m}v'm .gﬂ(x}z O odmel une Uni ora-a}‘&*kﬁﬂ € [4,4]

b) Veérifier que f,.1(a,) == {a — 2) puis déduire que la suite (a, ) est croissante.

o Mum..as{mlwﬁde_hf.m}w B.—'i-"'} D:.t_:- %(a(,) =0

%M ( j_(l P %nﬂﬂ __________________________________________
donc s 44L°':n) j—(% +(n+1)0(n—2,n 2) i.kﬁn Mo, N+t 26 ?-)
d'sx ;ﬁn (m‘) j—L"f i)

Prn bk nemN®; o L2 = o - -2 £o = L(x-2) Lo
:-g;‘% (_u()c.io DI“%«&‘O’(“*{) r_)d.nnf‘_% L‘o(n% -.__M“nd
cl"' X\ 49( Cnn-% eat Aleicteumnent m«&m&l.i}
Pmﬁvaﬁ. -Qu,huh ) at Mnml'c.

4) a) Montrer que pourtoutn e N ona:a, = “Hd Py

&(ﬂtn) = M(=*i,,+rw' irﬁ ﬂ—(ﬁ,,(y( +n in) =0
& an+h)_1n @ o( _il-n_

_Sth
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b) Déduire que la suite (a,) est convergente puis calculer sa limite.
La. pudde (%n) o} swwsak rrnnd,ri'u Jfacm.Q_ donc efle ok prersgcuie.
Pam bim (o0 =
e in _ in p
o_ﬂ‘-z"{" A (?"’l"—"i' 1 En_.. s i

Pan g = onJaxme.- L=
g = i

5) Le plan muni d'un repére orthonorme (0,1, J)
Dans la figure ci-dessous (C) est la courbe représentative d'une fonction g définie
et continue sur i .
On sait que la courbe () admet deux asymptotes d'équations respectives A: y=1etA:y = —x
Par une lecture graphique déterminer avec justification les limites suivantes.

b fo)=0

a) Um gofulx) b) lim g o f(x)
c) .tl—i*?:ﬂ (g(“.fn [I}] =y f,,(x}) d) x{Eﬂ (.ﬂ[‘fn'[x}])
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